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3Введение
Алгебраические группы часто задаются как преобразования, со-
храняющие некоторые полилинейные формы. Так, ортогональная
группа (скажем, над полем характеристики, отличной от 2) по опре-
делению является группой линейных преобразований, сохраняю-
щих невырожденную квадратичную форму, или, что то же самое,
сохраняющих соответствующую билинейную форму. Аналогично,
симплектическая группа — это группа линейных преобразований,
сохраняющих симплектическую билинейную форму.
В 1905 году Леонард Диксон построил инвариантную кубиче-
скую форму для группы типа E6. Эта форма от двадцати семи пе-
ременных впоследствии изучалась в работах КлодаШевалле, Ганса
Фрейденталя и многих других. Майкл Ашбахер доказал (см. [2]),
что группа линейных преобразований 27-мерного пространства, со-
храняющих эту форму, совпадает с односвязной группой Шевалле
типа E6 над произвольным полем (даже в случаях характеристик
2 и 3)
Еще раньше Леонард Диксон описал инвариантную форму чет-
вертой степени для группы типа E7. Эта форма действует на 56-
мерном пространстве минимального представления односвязной груп-
пы Шевалле типа E7. Также известно, что на этом пространстве
есть инвариантная симплектическая форма. Брюс Куперстейн ([4],
см. также [3]) показал, что группа линейных преобразований, со-
храняющих обе этих формы, совпадает с группой Шевалле типа E7
для случая поля характеристики, отличной от 2. В работе [6] снято
ограничение на характеристику за счет перехода от биквадратной
формы к несимметричной четырехлинейной.
Изучение минимальных представлений групп типов E6 и E7 об-
легчается тем, что эти представления являются микровесовыми. У
группы типа E8, в то же время, вообще нет микровесовых представ-
лений. Ее минимальное представление — присоединенное. Поэто-
му представляет интерес рассмотрение присоединенных представ-
лений исключительных групп и заданных на них инвариантных
полилинейных форм.
Описанные выше полилинейные формы тесно связаны с уравне-
ниями на орбиту вектора старшего веса. Хорошо известно (см. [1]),
что орбита вектора старшего веса в любом представлении задается
квадратичными уравнениями. Продифференцируем инвариантную
трилинейную форму для группы типа E6 по каждой координате:
мы получим набор из 27 квадратичных многочленов. Оказывает-
ся, эти многочлены в точности выделяют орбиту вектора старше-
го веса (над алгебраически замкнутым полем). Аналогично, вто-
рые частные производные четырехлинейной инвариантной формы
4для группы типа E7 являются поляризациями квадратичных мно-
гочленов, задающих орбиту вектора старшего веса минимального
представления этой группы (впрочем, здесь возникают тонкости,
связанные с наличием симплектической формы на пространстве
56-мерного представления).
Уравнения на орбиту вектора старшего веса в присоединенных
представлениях групп типа A,D,E описаны в статье [9]. (Если
быть точнее, они описаны только для случаев D,E, но для A все
переносится дословно.) Уравнения бывают трех типов, которые в
[9] названы как «уравнения для угла pi/2», «уравнения для угла
2pi/3» и «уравнения для угла pi». В работе [5] построены кубиче-
ские формы на пространстве присоединенного представления груп-
пы Шевалле типа E7, частные производные которых по любой пе-
ременной являются линейными комбинациями уравнений первых
двух типов.
Пусть теперь система корней будет A,D или E. Обозначим си-
стему уравнений из всех трех типов за J . Эти уравнения не явля-
ются линейно независимыми и тем самым ранг J меньше, чем ее
мощность. В работе вычислен ранг J . Более того, оказывается, что
во всех случаях существует неприводимое представление, размер-
ность которого равна этому рангу.
Вспомним, что на столбцы мы можем действовать элементар-
ными унипотентными корневыми элементами xρ(ξ); это индуциру-
ет действие на уравнениях. Пусть f — какое-то уравнение из J .
Два новых уравнения получаются из f таким образом: xρ(ξ)f =
f + ξf1 + ξ
2f2, где f1, f2 из J [9]. Назовем орбитой уравнения f
минимальную подсистему J , содержащую f и замкнутую относи-
тельно этой операции.
Любое уравнение f из J строится по какому-то максимальному
квадрату Ω. Среди квадратов данного типа имеется ровно один
доминантный, для которого его вес σ доминантен [17].
Теорема 1. Уравнения из орбиты f задают неприводимое пред-
ставление, соответствующее весу $ = σ.
Работа устроена следующим образом: в первой главе напомина-
ются основные обозначения; во второй главе вычисляются ранги
систем уравнений; в третьей главе приводится сопоставление урав-
нений весам соответствующего представления и разбирается, для
наглядности, пример в случае Φ = E8; и, наконец, в четвертой главе
приводится использование данного вычисления.
1. Основные обозначения
Пусть Φ — приведенная неприводимая система корней ранга l ≥
4. Пусть Π = α1, . . . , αl — фундаментальная система в Φ (ее эле-
менты называются простыми корнями). Мы всегда используем ту
5же нумерацию простых коней, что в [7]. Для α ∈ Φ мы имеем
α =
∑l
s=1ms(α)αs
Пусть G = G(Φ, R) — односвязная группа Шевалле типа Φ над
коммутативным кольцом R с 1. Мы будем работать с присоединен-
ным представлением G(Φ, R), которое дает нам неприводимое дей-
ствие G(Φ, R) на свободном R-модуле V ранга |Φ| + l. Обозначим
через Λ множество весов нашего представления с кратностями.
То есть Λ = Λ∗ unionsq ∆, где Λ∗ = Φ — множество ненулевых весов, а
∆ = {01, . . . , 0l} — множество нулевых весов. Мы фиксируем допу-
стимый базис {eλ| λ ∈ Λ∗} ∪ {eˆi| 0i ∈ ∆} в V . Тогда вектор v ∈ V
может быть единственным образом представлен как
v =
∑
λ∈Λ
vλe
λ =
∑
α∈Φ
vαe
α +
l∑
i=1
vˆieˆ
i.
Мы часто будем писать просто v = (vλ).
Множество корней системы Φ является подмножеством евкли-
дова пространства E со скалярным произведением (·, ·). Мы бу-
дем также пользоваться произведением 〈α, β〉 = 2(α, β)/(β, β) для
α, β ∈ E (для α, β ∈ Φ получаем число Картана). Мы будем рас-
сматривать лишь системы корней с простыми связями, что озна-
чает что все корни имеют длину 1. Поэтому 〈α, β〉 = 2(α, β) для
любых α, β ∈ Φ. Обозначим за ∠(α, β) угол между α, β ∈ E.
Структурные константы Nα,β, α, β ∈ Φ, простой комплексной ал-
гебры Ли типа Φ детально описаны в [8], и далее мы используем
приведенные там тождества без явных ссылок. Заметим, что в на-
шем случае Nα,β = 0 или ±1.
Пусть k = 2, l−1, 4, 5, 7 для Φ = Al, Dl, E6, E7, E8, соответственно.
Определение 1. Множество корней Ω = {βi}, i = 1, . . . , k,−k, . . . ,−1,
такие что ∠(βi, β−i) = pi/2 для i = 1, . . . , k и ∠(βi, βj) = pi/3 для
i 6= ±j, называется максимальным квадратом.
Вообще, набор корней {βi}, удовлетворяющий указанным требо-
ваниям на углы, называется квадратом; максимальный такой на-
бор содержит в точности 2k корней. Далее в тексте речь будет идти
только о таких квадратах, поэтому слово «максимальный» будет
опущено.
Сумма корней βi + β−i не зависит от i, поэтому она общая для
всего квадрата Ω. Обозначим этот вектор за σ(Ω).
Обратно, по любой паре ортогональных корней α, β ∈ Φ можно
восстановить единственный квадрат, содержащий эту пару, взяв
все пары корней с той же суммой. Если этот квадрат максимален,
то будем обозначать его через Ω(α, β). Данные квадраты имеют
различные интересные комбинаторные свойства и много где выли-
зают. В том числе по таким квадратам описываются уравнения на
ненулевой столбец.
6Занумеруем элементы квадрата как в определении 1: пусть Ω(α, β) =
{β1, . . . , βk, β−k, . . . , β−1}, причем β1 = α, β−1 = β. Рассмотрим сле-
дующие многочлены в Z[{xγ}γ∈Φ, {x̂s}ls=1]:
f
pi/2
α,β = xαxβ −
∑
i≥2
Nα,−βiNβ,−β−ixβixβ−i ;
f
2pi/3
α,β =
∑
i 6=±1
Nα,−βixα−βixβi − xα
l∑
s=1
〈β, αs〉x̂s;
fpiα,β =
∑
i 6=±1
(xα−βixβi−α − x−βixβi)−
l∑
s=1
〈α, αs〉x̂s ·
l∑
s=1
〈β, αs〉x̂s.
Пусть теперь v = (vλ)λ∈Λ ∈ V — вектор из орбиты вектора старше-
го веса, то есть, v ∈ G · eρ, где ρ — максимальный корень системы
Φ (это в точности старший вес присоединенного представления).
В [9] показано, что координаты вектора v удовлетворяют равен-
ствам fpi/2α,β (v) = 0, f
2pi/3
α,β (v) = 0 и f
pi
α,β(v) = 0.
Будем обозначать за J множество этих многочленов.
2. Вычисление ранга уравнений
Теорема 2. Ранг системы уравнений J равен:
• (l − 2)(l + 1)2(l + 2)/4 для Al;
• (2l − 1)(l + 1) для Dl;
• 650 для E6;
• 1539 для E7;
• 3875 для E8.
Заметим, что pi/2−, 2pi/3−, pi−уравнения между собой линейно
независимы, так как никакой моном не содержится одновременно
в двух типах уравнений. Поэтому достаточно посчитать ранг урав-
нений для каждого типа отдельно.
2.1. pi/2-уравнения. Пусть I = 〈fpi/2〉.
Заметим, что размерность I равна количеству максимальных
квадратов, так как для любых ортогональных α, β, моном xαxβ,
содержится только в уравнениях, построенных по квадрату, содер-
жащему α, β, а все такие уравнения равны. А количество макси-
мальных квадратов несложно посчитать, так как это количество
всевозможных ортогональных пар, деленное на размер максималь-
ного квадрата.
Итого, получаем ранг системы pi/2-уравнений есть 6C4l+1, 2l, 270, 756, 2160
в случаях Al, Dl, E6, E7, E8, соответственно.
72.2. 2pi/3-уравнения. Пусть I = 〈f 2pi/3〉.
Лемма 1. Ранг 2pi/3-уравнений равен
• |Φ|(l − 2) для Al;
• |Φ|(l − 1) для Dl и El.
Посчитаем размерность I. Напомним общий вид 2pi/3-уравнения.
f
2pi/3
α,β =
∑
i 6=±1
Nβ1,−βixβ1−βixβi − xβ1
l∑
s=1
〈β−1, αs〉xˆs
Заметим, что у любого 2pi/3-уравнения, суммы весов множителей
каждого монома равны. А именно, (β1 − βi) + βi = β1 = α и xˆs
соответствуют нулевому весу. Таким образом, два уравнения, име-
ющие разную «сумму», линейно независимы. Осталось посчитать
ранг системы уравнений, имеющих одинаковую «сумму».
Зафиксируем α. Уравнения, имеющие «сумму» α, это в точности
уравнения вида f 2pi/3α,β , где β любой корень, ортогональный к α. Так
как в этой части мы говорим только про 2pi/3-уравнения и зафик-
сировали α, дальше, такие уравнения просто будем записывать как
fβ. А идеал, который они порождают, будем обозначать как Iα. Как
мы выяснили, Iα и Iα′ не пересекаются для α 6= α′.
Лемма 2. Уравнения из Iα «ведут себя» так же как параметри-
зующие их корни, то есть
• f−µ = −fµ
• если µ± ν — корень, то fµ±ν = fµ ± fν
Доказательство. Докажем для случая, когда µ + ν является кор-
нем, оставшиеся случаи доказываются аналогично. Заметим, что
fµ+ν существует, так как если µ и ν ортогональны α, то и µ + ν
ортогонально α, по линейности скалярного произведения.
Посмотрим на слагаемые, связанные с нулевыми весами. Для них
равенство верно, опять же по линейности скалярного произведения:
xα
l∑
s=1
〈µ+ ν, αs〉xˆs = xα
l∑
s=1
〈µ, αs〉xˆs + xα
l∑
s=1
〈ν, αs〉xˆs.
Проверим теперь слагаемые, не содержащие нулевые веса. Будем
обозначать квадрат Ω(α, µ) через Ωµ. Посмотрим как пересекаются
квадраты, по которым мы построили уравнения.
• Ωµ+ν c Ωµ пересекаются по половине весов,
• Ωµ+ν c Ων пересекаются по половине весов,
• Ωµ c Ων пересекаются только по α.
Это следует из леммы 5 работы [9].
Отсюда видно, что Ωµ+ν ⊆ Ωµ ∪ Ων ∪ {µ + ν} и любой вес из
Ωµ+ν\{α, µ+ ν} лежит либо только в Ωµ, либо только в Ων , причем
ортогональные пары лежат в разных квадратах.
8Понятно, что если βi входит только в один из Ωµ, Ων , то в fµ+ν
соответствующий моном будет входить ровно с тем же знаком, так
как перед ним стоит та же структурная константа Nα,−βi . Прове-
рим, что все остальные слагаемые сократятся.
Рассмотрим βi ∈ Ωµ, такое что βi 6∈ Ωµ+ν . Докажем, что α− βi ∈
Ων . Тогда все бы сократилось, так как, моном xα−βixβi входил бы в
fµ + fν с константами Nα,−βi +Nα,βi−α, a это равно 0 по [8].
Из равенства
α− βi + ν + βi = α + ν
достаточно доказать, что ν + βi — вес, то есть, что ∠(ν, βi) = 2pi/3
Заметим, что βi 6∈ Ων , так как Ωµ и Ων пересекаются только по α.
Таким образом, ∠(ν, βi) 6= pi/3. βi 6= ±ν по очевидным причинам.
Таким образом ∠(ν, βi) = 2pi/3. 
Таким образом, ранг системы уравнений из Iα равен размерно-
сти весового подпространства, ортогонального к α. Вспомнив, что
фиксировать α можно любой, получаем лемму 1.
2.3. pi-уравнения. Пусть I = 〈fpi〉.
Лемма 3. Ранг pi-уравнений равен
• (l + 1)(l − 2)/2, для Al
• l − 1, для Dl
• (l + 2)(l − 1)/2, для El
В этой части fpiα,β = fα,β.
Пользуясь ровно такими же рассуждениями как в лемме 2, мож-
но записать следующее:
Лемма 4. fα,β — симметрична и линейна по α и β. А именно,
• fα,β = fβ,α
• fα,−β = −fα,β
• β1 ± β2 — корень, тогда fα,β1±β2 = fα,β1 ± fα,β2
2.4. Итого. Пусть I = 〈J〉. Заметим, что если сложить ранги си-
стем всех трех типов уравнений и упростить полученное выраже-
ние, то получается доказательство теоремы 2.
3. Сопоставление уравнениям весов соответствующего
представления
Отметим, что веса частично упорядочиваются отношением µ 
ν, означающим, что µ−ν является суммой положительных корней.
Для того, чтобы посчитать кратность весов, вспомним формулу
Фрейденталя [19]:
9Предложение 1. Пусть V = V (λ) — неприводимый модуль стар-
шего веса λ. Пусть δ = 1
2
∑
α0 α. Если µ ∈ Λ, то кратность m(µ)
веса µ в V определяется рекуррентной формулой
((λ+ δ)− (µ+ δ))m(µ) = 2
∑
α0
∞∑
i=1
m(µ+ iα)(µ+ iα, α)
Прежде чем формулировать утверждение про сопоставление урав-
нений, рассмотрим, для наглядности, пример когда Φ = E8. Вес σ
имеет норму 4. Таким образом, в представлении, соответствующему
весу σ, нормы весов могут быть только 4, 2 или 0. Посчитаем крат-
ности этих весов и их количество. Кратность веса нормы 4 равна
единице, так как он сопряжен старшему весу. Остальные кратности
вычисляются с помощью формулы Фрейденталя.
Количество весов с нормой 2n — это соответствующий коэффи-
циент у θ-функции решетки. Все первые коэффициенты давно по-
считаны. Поэтому определить количество весов не составляет тру-
да. Приведем, однако, пользуясь тем, что у нас решетка E8 унимо-
дулярная, красивый факт.
Предложение 2. Количество векторов с нормой 2n для Φ = E8:
240
∑
d|n
d3
Таким образом, получаем, что у нас 2160 весов с нормой 4, 240
весов с нормой 2 и 1 вес с нормой 0. А кратности их 1, 7 и 35
соответственно. Итого, количество весов в представлении равно:
2160× 1 + 240× 7 + 1× 35 = 3875
А теперь вспомним, что у нас в E8 ровно 2160 независимых pi/2-
уравнений, 240 непересекающихся идеалов размерности 7, порож-
денных 2pi/3-уравнениями, и, наконец, размерность идеала, порож-
денного pi-уравнениями, равна 35.
Пользуясь нашим наблюдением, сформулируем общее утвержде-
ние:
Лемма 5. Для Φ равного A,D или E и представления $ = σ верно
следующее:
• веса нормы 4 соответствуют pi/2-уравнениям
• веса нормы 2 соответствуют 2pi/3-уравнениям
• веса нормы 0 соответствуют pi-уравнениям
Доказательство. Наш пример для E8 ничем не отличается от дру-
гих систем корней. Так же как и в примере, посчитав кратность
и количества весов, получаем что произведение количества весов,
фиксированной нормы, на их кратность равно рангу соответству-
ющего типа уравнений.
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Любое pi/2-уравнение однозначно задается суммой ортогональ-
ных корней α+ β. Заметим, что поскольку все корни имеют норму
2 и α ⊥ β, то α+ β имеет норму 4. Таким образом, исходя из этого
соображения, и совпадений размерностей, pi/2-уравнения в точно-
сти соответствуют весам нормы 4.
Идеалу Iα, образованному из 2pi/3-уравнений, сопоставляем вес
α и его норма равна двум. Заметим, что кратность α равна размер-
ности Iα.
А всем pi-уравнениям сопоставляем нулевой вес. Его кратность
равна рангу системы pi-уравнений. 
4. Следствия из вычислений
Рассмотрим pi/2−, 2pi/3−, pi−уравнения как многочлены из
Z[{xα}α∈Φ, {xs}ls=1]
.
Пусть I — идеал Z[{xα}α∈Φ, {xs}ls=1], порожденный этими мно-
гочленами. Пусть GI(R) = {g ∈ GL(|Φ| + l, R)|f(gx) ∈ I ∀f ∈ I}
соответствующая группа линейных преобразований, сохраняющая
этот идеал.
Лемма 6. Функтор R 7→ GI(R) является определенной над Z аф-
финной групповой схемой.
Априори, это так не для любого I. Однако следующая лемма
показывает какие условия достаточно проверить, чтоб это было
так.
Лемма 7. Пусть f1, ..., fs ∈ Z[x1, ..., xt] многочлены степени не
выше r. Пусть A — идеал, порожденный ими. Тогда для того,
чтобы функтор R 7→ {g ∈ GL(t, R)|f(gx) ∈ A ∀f ∈ A} был аффин-
ной групповой схемой, достаточно чтобы ранг A ∩ Z[x1, ..., xt]r не
менялся при редукции по модулю любого простого p ∈ Z.
Доказательство. Это следует из [10] (следствие 1.4.6). 
В нашем случае проверка изменений ранга опять же сводится к
отдельной проверке для трех типов уравнений. Для pi/2-уравнений
это очевидно. Для остальных типов, зная размерность ранга, это
несложная техническая проверка.
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